Capitulo 1. Ejercicios Complementarios
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1. Dado que? < v < y dondet,v,ycR", pruébese qug[e<
neralicese este resultado.

2. Dados dos numeros realagsh, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Para todo numero real> b se verifica quea < x.
b) Para todo niumero real< a se verifica queb > x.

c) agh.

3. Pruébese cada una de las siguientes desigualdades entre niUmeros reales y
digase, en cada caso, cuando se da la igualdad.

) 2xy< x?+y2.

i) 4xy < (x+y)2.

i) X24+xy+y2>0.

iv) (@®>+a+1)(b?+b+1)(c?+c+1) > 27abc dondea > 0,b > 0, ¢ > 0.
v) abc< 1 dondea> 0,b > 0,c> 0 verifican (1+a?)(1+b?)(1+c?)=8.
vi) 8a%b?c? < (1—a?)(1—b?)(1—c?) sabiendo que?+b?+c?=1.
vii) (a+1/a)?2+ (b+1/b)2 > 25/2 dondea>0,b>0,y a+b= 1.

viii) (a+b)(b+c)(c+a) > 8abcdondea>0,b>0,c> 0.

Sugerencia: para probar i) considérége- y)?. Las demas desigualdades
pueden deducirse de i).

4. Pruébense las siguientes desigualdades:
) 0O<x+y—xy<lsiemprequed<x<l O<y< 1l

i) 1+ 1
X at+b-—x

1 1 .
<5+B siempre quéd <a< x<h.

5. Pruébese que para tode N se verifica que:
i) 6/(n®+5n),
i) 3 nodivide an®—n+1,
ii) 5|(n°—n).
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Capitulo 1. Ejercicios complementarios

6.

10.

11.

12.

Dadosn nimeros positivog, az, . . ., a, pruébese que:

a; —
ag an a

n n )
Vv aiay:---an,

i <
) l/ai+1/ap+--+1/an ~

!
i) S
a

101 1\ _
i) (ag+ag+---+an) a*1+afz+---+a > nl.

¢ Cuando las desigualdades anteriores son igualdades?

Sugerencia: Usar la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.

. Seanj y n nimeros naturales y s& = 1) + 2 + ... 4+nl. Pruébese que:

<jil>sl+<j;1>&+-~+ (ijrl)s,- — (n+ D) - (04 1)

Calculese explicitament®,, S,y Si.

Sugerencia: desarrollgp+ 1)1+ y sumar pargp=1,2,....n.

. Pruébese que toda funcién polinémica de grado impar toma valores positivos

y negativos. Mas concretamente,®k) = X" 4 an_1 X" 4. +agx+ 2o
donden es un nimero impar. Pruébese que hay un nardero0 tal que si
x> M entonce9(x) > 0y six < —M entonceg(x) < 0.

. Sea0 < a< by neN. Pruébese que:

(n+1)(b—a)a” <b™—a™ < (n+1)(b—a)b"

, 1 1 . :
Haciendoa=1+ PR b=1+ o primero en la desigualdad de la derecha

y después en la desigualdad de la izquierda, dedlUzcase que:

1 n 1 n+1 1 n-+2 1 n+1
1+-) <(1+——= Y |1+ — <|1+=
n n+1 n+1 n
PorE(x) se designa ehayor entero que es x. Asi,E(3) =2, E(30) = -1,
E(m) = 3. Dibujar la gréafica de las siguientes funciones:

(@) f(x) =x—E(x)
(b) () =E(1/%)

¢A qué interés simple anual corresponde un interés compuesto continuo del
10%anual?

Se invierten10.000 euros en una cuenta que produceddffijo de interés
anual.
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Capitulo 1. Ejercicios complementarios 3

(a) ¢ Cuantos afios se necesitan para doblar el capital inicial?
(b) ¢Cuantos afios son necesarios para que el capital final sea de de un
millén de euros?
13. Una persona coloca cada dia la misma cantidlate pesetas a un interés
compuesto continuo de% anual. Hallar em capital final al cabo delias.
Si A= 1060pesetas y = 5, ¢al cabo de cuanto tiempo el capital final sera
de un millén de pesetas?

14. Se sabe que la poblacion de un cultivo de bacterias se duplic88dadtas.
Si a las16 del mediodia hayL0.000 bacterias, ¢,cuantas habra aTade la
tarde del mismo dia?.

15. ¢ Es correcto escribilog(x— 1)(x— 1) = log(x— 1) +log(x— 2)?
16. Probar quelog(x+v/1+x2) +log(v/1+x2 —x) = 0.

17. Resolverx¥* = (v/x)X.

18. Simplificar las expresionesa®9(°98/1092 " |og (log, (a®))

19. Resuélvase el sistem&{(log, x+log,y) = 50, xy= 256 Se supondra que
Xx>y>1

20. Digase cuél de los dos nimerh834.5675-334568 y 0,234 568233567 gs el
mayor.

21. ¢ Para qué valores dese verifica que:
log,(10) + 210¢; 0, (10) + 100, 9o (70) = 0?
22. Seaf:R" — R una funcion que verifica las propiedades:
1. f(xy) = f(x)+ f(y) paratodosx,y enR™;
2. f(x)>0 paratodox>3;
3. f(e)=1
Demuéstrese qué(x) = log(x) para todoxc R*.

Sugerencias: a) Pruébese primero dues creciente y qué(€') =r para
todor € Q.

b) Seap(x) = f(exp(x)). Justifiquese qué es estrictamente creciente. Su-
pongase que hay algun nimexdal qued(a) # a y obténgase una contra-
diccién (hagase uso del hecho de que entre dos nimeros reales cualesquiera
siempre hay algin namero racional)
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Pruébese que para todqsle R se verifica que
X+y X-y X+y X-y
senx+serny =2 sen? cosT, COosX+cosy =2 cosT cosT

Deduzcase que paka N:

4seng coskx = sen4k+ 1)11( —sen2k— 1))—2(

Hagase uso de esta igualdad para probar que

n+1
seni(cosx—k COS2+ +--- + COSNX) = ser? CoS——X

Pruébese anélogamente que:

nx n+1
serE(sener senX+---+semx) = se% sen?x

Simplificar las expresiones

(a) senfxcogy+ costtxserty.
(b) cosh{logx) + senl{logx)

X
Probar que:

(a) 2argtghitgx) = argtgh(sen &),
tgx+tgy

(b) Mostrar quetg(x+y) = 1—tgxtgy’

¢, Qué excepciones hay que ha-

cer?.

Digase para qué valores dey se verifica la igualdad:
Xty

arctgx + arctgy = arctg

Resolverarctg 2x) 4 arctgx = 1/4.
Probar quearctge* — arctg(tgh(x/2)) = 7
Dibujar la grafica de la funciory = arcseifserx).

Definir las funciones secante y cotangente hiperbdlicas y estudiar sus inver-
sas.

Obtener férmulas de adicién para el seno, coseno y tangente hiperbdlicos.

Dado un nimera, pongamos = coga/3), z= coga/2). Probar las igual-
dades:

cosa=9x3—-3x=8z*-322+1
y deducir el valor deog11/6), cog11/4) y cog11/8) usando queosrt= —1
y quecoqTr/2) =
Pruébese la igualdactogx/2) — sen(x/2) = (—1)"/1—serx dondex es
un namero real yr es un entero. ¢ Cémo depende el entedel valor dex?.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45,

46.

Estudiese la continuidad de la funcidn [0, 3] — R dada porf (1) =1/2y:
Ix—1] :
f =4 ¥ 1 sixe [0,1[U]1,2]

E(x)—5/3 six€]2,3]

Estudiese la continuidad de la funcidn [0, 1] — R dada por:

f(x) =

0 six=0 o x esirracional
1/q six= p/q (fraccion irreducible)

Estudiar la continuidad de la funcidin R — R dada porf(x) = x ser(1/x)
six#0y f(0)=0.

Seaf:[a,b] — R continua. Supongamos qae< f(x) < b para todox en
[a,b]. Pruébese que hay algun puete|a, b] tal quef(c) =c.

Seaa > 1. Pruébese que la ecuacign- e * = a tiene al menos una solucién
positiva y otra negativa.

¢ Hay alguna razén para creer que siempre existen dos puntos antipodas en el
ecuador terrestre que estan a la misma temperatura?.

Seaf:[a,b] — R continua conf(a) = f(b). DadoneN, n> 2, pruébese
que hay algun puntoe [a,b— (b—a)/n| tal que f(c) = f(c+ (b—a)/n).

Un corredor recorré kildmetros erB0 minutos. Demuéstrese que en algin
momento de su carrera recofr&ildmetro en exactamentminutos.

Un reloj averiado marca inicialmente un tiemigo El reloj puede adelantar
0 atrasar, pero cuenta con exactitud periodos2leoras, es decir, pasadas
12 horas el reloj marca un tiempg + 12 horas. Demuéstrese que en algun
momento dicho reloj mide con exactitud una hora.

Seanf,g: R — R funciones continuas que coinciden en todos los puntos de
un conjunto denso eR. Pruébese qué(x) = g(x) para todoxeR.

Seanf,g: R — R continuas YA # R un conjunto denso €R cuyo comple-
mento también es denso. DefinamwosR — R por h(x) = f(x) sixeA,
h(x) = g(x) six ¢ A. Estudiese la continuidad de

Seaf:[ab] — R continua. Supongamos que para cadga, b] hay algin
y€[a,b] tal que|f(y)| < l—go\f(x)]. Pruébese qué se anula en algun punto
de[a,b].

Seaf:[ab] — R continua. Pruébese que la funcignfa,b] — R dada por
g(x) = maxf([a,x]), (a<x<b), es continua.

Departamento de Analisis Matematico 5 Célculo - 1° de Matematicas



Capitulo 1. Ejercicios complementarios

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Seaf:[a,b] — R continua, pongamasl = maxf([a,b]), m=minf([a,b])
y supongamos qué(a) = f(b) y quem< f(a) < M. Pruébese qué toma
todo valor dd f(a), M[U]m, f(a)] en al menos dos puntos feb].

La ecuacionax? + 2x—1 = 0 dondea > —1, a # 0 tiene dos soluciones
que representaremos pafa) y por p(a). Calcular los limites de dichas
funcionesera=0yena= —1.

Seaf unafuncion real definida y continua en un interMal8upongamos que
para todo nimero irracionak | se verifica quef (x) es racional. Pruébese
que f es constante.

Seanf, g funciones continuas que no se anulan en un intervalales que
(f(x))? = (g(x))? para todox< |. Pruébese que o bidfx) = g(x) para todo
xel, o bienf(x) = —g(x) paratodael. ¢ Cuantas funciones hgy R — R
continuas y verificando qug(x))? = x? para todoxc R?.

Demuéstrese que, dade R, la ecuacioniogt +t° = x tiene una Unica so-
lucion, que representamos ppfx). Justifiquese que la funcién— ¢(x),
(xeR), asi definida es continua.

Seaf:[0,1] — R continua verificando qui (s) — f(t)| > |s—t| para todos
ste(0,1),y f({0,1}) = {0,1}. Pruébese que o bien é$x) = x para todo
x€10,1], o bien esf (x) = 1—x para toda e [0, 1].

Estldiense los limites efco y en —o de:

a) Una funcién polinémica;

b) Una funcion racional.

Justifiquese que toda funcién polinémica de grado impar se anula en algin
punto.

Justifiquese que una funcién polinémica de grado par o bien alcanza un ma-
ximo enR o bien alcanza un minimo absolutoRn

Sea{A,} una sucesion de subconjuntos no vacios del intef@ald que son
finitos y disjuntos dos a dos. Definamés|0,1] — R por:

() = 0 sixe|[o, 1]\£len

1/n sixeA,

Pruébese qué tiene limiteO en todo punto d€0, 1].



